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Stokastiske Processer (E03)

Pensumliste

1. Palle Schmidt’s bog “Stokastiske Processer’:

Kapitel 1 afsnittene 1-7
Kapitel 2 afsnittene 1-6
Kapitel 3 afsnittene 1-3
Kapitel 4 afsnittene 1-2
Kapitel 5 afsnittene 1-2
Kapitel 6 afsnittene 1-5
Appendiks 6

2. Udleverede noter:

Kolmogorov’s Konsistenssetning (Beyis)

Spgrgsmal til mundlig eksamen:

Definition af en stokastisk proces (version, modifikation, uskelnelighed)
Kolmogorov’s Konsistenssatning

Filtre og stoptider. Malelig proces. Hitting times

Processer med uafhzngige, stationzre tilvekster. Lévy processer
Markov processer. Chapman-Kolmogorov’s ligninger

Lévy processer som Markov processer

Poissonprocessen

Brownsk Bevagelse

9. Doob’s ulighed

10. Martingalmodifikationssatningen

11. Submartingalekonvergenssatningen. Uniformt integrable martingaler
12. Optional stopping og andvendelser
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Institut for Matematiske Fag
Aarhus Universitet Den 3. september 2003

Stokastiske Processer
Uge 8/9/03

Forelaesninger: § 1.4-1.7 (§ 1.8 overspringes).

Ovelser: (i) Opgaver 8 og 9.
(i) Vis (6.2) Setning (Monoton Klasse Lemma) sider A-32 til A-35.

Goran Peskir
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Institut for Matematiske Fag
Aarhus Universitet Den 10. september 2003

Stokastiske Processer
Uge 15/9/02

Forelzesninger: § 2.1-2.2.

Ovelser: (i) Vis (6.2) Seting (Monoton Klasse Lemma) sider A-32 til A-35.
(i1) Opgaver 4, 5, 6.

Goran Peskir
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Institut for Matematiske Fag
Aarhus Universitet Den 17. september 2003

Stokastiske Processer
Uge 22/9/03

Forelesninger: § 2.3-2.4.

Ovelser: Opgaver 4, 5, 6; Exercise 1.

Exercise 1.

Let X = (Xy);>0 be a stochastic process with independent increments (i.e. random variables
Xo, Xo,—Xo, Xo,—Xy,, o0, Xy, — X}, | are independent for every 0 <t <ty < ...<t, ).

Prove that each of the following processes is a martingale with respect to the natural filtration
(f,‘\ Ji>0 of X (recall that .’F,‘\ =0(Xg|0<s<t) for t > 0):

(1) X;—E(X;) , if F|X)| < oo forall t;
(2) (Xi—EB(X))*—E(X;—E(Xy))? , if E|X/? < oo forall ¢;
(3) X BN it E(eM) < 0o for all ¢

where \ € IR is given and fixed.

Goran Peskir
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Institut for Matematiske Fag
Aarhus Universitet Den 24. september 2003

Stokastiske Processer
Uge 29/9/03

Forelesninger: § 2.4-2.6 (2.7 overspringes).

Ovelser: Exercise 1 (uge 22/9/03); Opgaver 10, 11, 12.

Goran Peskir
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Institut for NMatematiske Iag
Aarhus Universitet Den 1. oktober 2003

Stokastiske Processer
Uge 6/10/03

Foreleesninger: § 3.1, 3.2.

Ovelser: Opgave | (ned); Opgave 15: (1°)-(4°): (6.5) Eksempel (s.A-38); (6.8) Eksempel (s.A-39).

Goran Peskir

Upgene 1

1) Lad (X:) og (V) betegne to versioner med tilstandsrum R", som begge har
lutter hgjrekontinuerte udfaldsfunktioner. For enhver aben mangde U C R* har
Ty(X) og Ty(Y) da samme fordeling og ligeledes

X1p(x) - Lap(X)<o0} 98 Yr(v) * L{y(¥)<oo}»

hvor Ty (X) og Tu(Y) betegner fgrste Hitting Time til U for h.h.v. (X;) og (Y3).

" Bevis for 4 ). Da vi senere skal benytte, at Ty(X) og Ty(Y') er identisk fordelte,
vil jeg kort argumentere for dette. Definer for ethvert n >1

TH(X) = inf{k/2" > 0| Xy € U}
og tilsvarende T(Y). Bemerk at de indfgrte variable er aftagende i n. Umid-

delbar anvendelse af definitionen viger, at
il

P(Tfr‘(X) = k/2") = P(XI/Q" ¢ Ua T 1X(k——1)/2" ¢ U7 Xk/?" = U)
= P(Yiyan # Uy, Yoy £ U, Yagn € U) = P(TR(Y) = k/27)

for alle k, d.v.s. T3(X) og T3(Y) har samme fordeling for ethvert n. Heraf falger
pastanden, thi hgjrekontinuiteten og det faktum, at U er aben, bevirker, at

T5(X) 3 Tu(X) og TH(Y) | Ty(Y)

punktvis, og denne konvergensform implicerer som bekendt konvergens i forde-
ling.
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Institut for Matematiske Fag
Aarhus Universitet Den 8. oktober 2003

Stokastiske Processer
Uge 27/10/03

Foreleesninger: § 3.2, 3.3; (§ 3.4 overspringes).

Ovelser: Opgaver 21, 22, 29.

N.B. Due to the autumn holiday there will be no lectures in the following two weeks. The lectures
will resume on 28 October 2003.

Goran Peskir
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Institut for Matematiske Fag
Aarhus Universitet Den 29. oktober 2003

Stokastiske Processer
Uge 3/11/03

Forelaesninger: § 4.1, 4.2.
Ovelser: Opgaver 29, 30. 31.
Hint for 3°) in Exercise 29: Let 1) denote the time of the first jump of the process (1/, Ji>0 s

let 75 denote the time of the first jump of the process (L), . and let 7 denote the time of
the first jump of the process (N;);~; . Then (explain why):

(1) Iy~ Eap(A), Ty ~ Eaxp(p) , T ~ Eaxp(A+p)
(2) It and 7, are independent
(3) I'=TTNTy .

Next note that A = {T'=75} and prove (using (1)-(3) above) that
P({T <t n A) — P{T <t} P(4)

forall ¢ > 0. Argue that this implies that 7 and A are independent.

Goran Peskir
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Institut for Matematiske Fag
Aarhus Universitet Den 5. november 2003

Stokastiske Processer
Uge 10/11/03

9}
-]
@)

Forelaesninger: § 5.1,

(O8]
N

Ovelser: Opgaver 31, 32, 34,

Goran Peskir
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Institut for Matematiske Fag
Aarhus Universitet Den 12, november 2003

Stokastiske Processer
Uger 17+24 /11/03

Forelesninger: § 6.1, 6.2, 6.3.
Ovelser: Opgaver 32, 34, 35, 36 (to be presented on 26/11/03).

N.B. There will be no lectures and exercises on Wednesday 19 November since I will be abroad.
Let us discuss on Tuesday (18 November) about possible times when these lectures and exercises
could be held instead.

Goran Peskir
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