Afdeling for Teoretisk Statistik STATISTIK 1
Institut for Matematiske Fag Jgrgen Granfeldt
Aarhus Universitet 28. marts 2003

Meddelelse 24

Forelasningerne i sidste uge
(Onsdag den 19. marts): Fortsatte med Afsnit 10.3 Faktorer: Linecer struktur.

(Fredag den 21. marts): Fortsetter med Kapitel 10. Néaede beviset for hovedsatningen (Satning
10.11), det vil til nederst side 110. Jeg begyndte derefter at anvende s@tningen pa konstruktion
af ANOVA tabellen i Afsnit 10.5.

Forelasningerne i denne uge

(Onsdag den 26. marts): Jeg resumerede resultatet i hoveds@tningen (Setning 10.11), og afslut-
tede Afsnit 10.4. Fortsatte med konstruktion af ANOVA tabellen og néede til og med Eksempel
10.13 om tosidet variansanalyse pa side 114.

(Fredag den 28. marts): Fortsatte med eksemplerne pa konstruktion af ANOVA tabeller i Afsnit
10.5, men sprang over Eksempel 10.16 om split-plot design. Gennemgik derefter hele Afsnit
10.6 om Lineare normale modeller.

Forelasningerne i naeste uge

(Onsdag den 2. marts og fredag den 4. marts): Afsnit 10.7 Varianskomponentmodeller.

Ovelserne i de naeste uger
(Uge 14: 31. marts - 6. april): manglende opgaver fra sidste gang, samt 10.8, 10.9, 10.3, 10.11

Kommentarer til opgaverne:

Opgave 10.11: Det er ikke tanken, at opgaven skal regnes helt feerdig ved gvelserne i n@ste uge.
Start med at erkende at I har et ortogonalt design og lav faktorstrukturdiagram og ANOVA tabel.
I forste omgang kun for det latinske kvadrat-design med faktorerne rekke, sgjle og ggdning.
Derefter for designet, hvor strukturen af ggdningsfaktoren som en produktfaktor indfgres. Der er
naturligvis SAS programmer, der foretager alle beregninger. I fgrste omgang er kun programmet

http://home.imf.au.dk/statbib/atskurser/statl/opgaver/kapitel_ 10/
opgave_ll/opgave_lla.sas

interessant. Det indl@ser kun data og beregner relevante summer, som kan bruges til beregning
af ANOVA tabellen.

(Uge 15: 7. april - 13. april): 10.11 (fortsat), 10.4, 10.5, 10.12



Kommentarer til opgaverne:

Det kan godt vere, at det for stort et program. Opgave 10.12 gar sa videre til den fglgende uge.
Afleveringsopgaver

(Uge 14: 31. marts - 6. april): 10.9

(Uge 15: 7. april - 13. april):

Trykfejl

Pa mystisk vis havde der indsneget sig et forkert faktorstrukturdiagram midt pa side 114. Det
rigtige skulle vere:
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Afdeling for Teoretisk Statistik STATISTIK 1
Institut for Matematiske Fag Jprgen Granfeldt
Aarhus Universitet 19. marts 2003

Meddelelse 23

Forelaesningerne i sidste uge

(Onsdag den 12. marts): Afsluttede Kapitel 9 om den flerdimensionale normalfordeling med
gennemgang af Anneks til Kapitel 9 om den flerdimensionale normalfordeling i SAS.

(Fredag den 14. marts): Begyndte pd Kapitel 10 om varianskomponentmodeller. Gennemgik
Eksempel 10.1, men sprang over Eksempel 10.2, og gennemgik derefter hele Afsnit 10.3 Fak-
torer: Kombinatorisk struktur.

Forelzesningerne i denne uge

(Onsdag den 19. marts): Fortseetter med Afsnit 10.3 Faktorer: Linecer struktur.

- (Fredag den 21. marts): Fortsetter med Kapitel 10. Jeg regner med at nd Afsnit 10.4 (som
indeholder hovedresultatet i Kapitlet) og et stykke ind i Afsnit 10.5.

Ovelserne i de naeste uger

(Uge 13: 24. marts - 30. marts): 9.7, 10.2, 10.7, 10.10, 10.1

(Uge 14: 31. marts - 6. april): 10.8, 10.9, 10.11, 10.3

Afleveringsopgaver
(Uge 13: 24. marts - 30. marts): 10.10
(Uge 14: 31. marts - 6. april): 10.9

2. obligatoriske opgave afleveres pd Informationskontoret inden klokken 15 mandag den 24.
marts.
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Afdeling for Teoretisk Statistik STATISTIK 1
Institut for Matematiske Fag Jgrgen Granfeldt
Aarhus Universitet 13. marts 2003

Meddelelse 22

Forelzesningerne i sidste uge

(Onsdag den 5. marts): Afsluttede Lineere normale modeller og gennemgik Afsnit 9.7 Esti-
mation af partielle kovarianser og partielle korrelationer. Omtalte ogsé Eksempel 9.31 (i den
fortigbende nummerering).

(Fredag den 7. marts): Blev faerdig med teorien om den flerdimensionale normalfordeling, men
niede ikke at begynde pa omtalen af den flerdimensionale normalfordeling i SAS.
Forelaesningerne i denne uge

(Onsdag den 12. marts): Afsluttede Kapitel 9 om den flerdimensionale normalfordeling med
gennemgang af Anneks til Kapitel 9 om den flerdimensionale normalfordeling i SAS.

(Fredag den 14. marts): Begynder pa Kapitel 10 om varianskomponentmodeller.

Ovelserne i de nzeste uger
(Uge 12: 17. marts - 23. marts): 9.23, 9.24, 9.25, 9.26 9.27 9.36.

Bemarkninger til opgaverne: I (3) i Opgave 9.27 henvises I til at bruge en ,,Basu’s S&tning®.
Den lerer man fgrst om i Statistik 2, s I ma ngjes med at tage resultatet i (3) til efterretning.

Opgave 9.36 stér sidst i listen af opgaver. Det vil veere en god idé starte med den opgave, sé I er
sikre pa at na den.

(Uge 13: 24. marts - 30. marts): 9.7, 10.2, 10.7, 10.10, 10.1

Afleveringsopgaver

(Uge 12: 17. marts - 23. marts): Ingen pa grund af den obligatoriske opgave. Med den ihardighed
hvormed I plejer at lave og aflevere de opgaver, ma det vere en betydelig aflastning.

(Uge 13: 24. marts - 30. marts): 10.10

2. obligatoriske opgave afleveres pa Informationskontoret inden klokken 15 mandag den 24.
marts.
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Afdeling for Teoretisk Statistik STATISTIK 1
Institut for Matematiske Fag Jgrgen Granfeldt
Aarhus Universitet 6. marts 2003

Meddelelse 21

Forelasningerne i sidste uge

(Onsdag den 26. februar): Begyndte pa Afsnit 9.6 Lineere normale modeller, hvor jeg naede
frem til gverst pa side 9.24.

(Fredag den 28. februar): Fortsatter med linezre normale modeller, hvor jeg slap onsdag. Jeg
naede et stykke ind i Eksempel 9.4 (Eller 9.28 i den fortlgbende nummerering).
Forelaesningerne i denne uge

(Onsdag den 5. marts): Afsluttede Lineere normale modeller og gennemgik Afsnit 9.7 Esti-
mation af partielle kovarianser og partielle korrelationer. Omtalte ogsa Eksempel 9.31 (i den
fortlgbende nummerering).

(Fredag den 7. marts): Bliver omtrent ferdig med teorien den flerdimensionale normalfordeling
og nar maske at begynde omtalen af den flerdimensionale normalfordeling i SAS.
Ovelserne i de naeste uger

(Uge 11: 10. marts - 16. marts): 9.18 (Gengivet pd Meddelelse 19), 9.19, 9.20, 9.21, 9.22, samt
manglende opgaver fra sidste uge.

(Uge 12: 11. marts - 23. marts): 9.23, 9.24, 9.25, 9.26 9.27 9.36 (Alle gengivet pd Meddelelse
19)

Afleveringsopgaver

(Uge 11: 10. marts - 16. marts): 9.20 (P4 Meddelelse 20)

(Uge 12: 17. marts - 23. marts): Ingen pa grund af den obligatoriske opgave. Med den ihardighed
hvormed I plejer at lave og aflevere de opgaver, ma det vaere en betydelig aflastning.

Udleveret materiale

Obligatorisk opgave 2.

Resten af den teoretiske del af Kapitel 9. (Hvis vi far 1gst de tekniske problemer med konver-
tering fra postscript til pdf, vil Bind 3 kunne kgbes 1 bogladen i vandrehallen fredag den 7.
marts)

pdf version af bind3 ligger pa



http://home.imf.au.dk/statbib/atskurser/stat1/noter/bind3/main_bind3.
pdf

og postscript version af bind 3 ligger pa

http://home.imf.au.dk/statbib/atskurser/statl/noter/bind3/main_bind3.
Ps
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Afdeling for Teoretisk Statistik STATISTIK 1
Institut for Matematiske Fag Jorgen Granfeldt
Aarhus Universitet 27. februar 2003

Meddelelse 20

Forelaesningerne i sidste uge

(Onsdag den 19. februar): Jeg fortsatte med Kapitel 9 om den flerdimensionale normalfordeling,
hvor jeg naede til side 9.15 lige fgr Afsnit 9.4.

(Fredag den 21. februar): Gennemgik Afsnit 9.5 (Estimation i en stikprgve fra N,) og 9.6 (Ho-
tellings 72 for simpel hypotese i N,) af den flerdimensionale normalfordeling.
Forelzsningerne i denne uge

(Onsdag den 26. februar): Begyndte pa Afsnit 9.6 Lineere normale modeller, hvor jeg niede
frem til gverst pa side 9.24.

(Fredag den 28. februar): Fortsatter hvor jeg slap onsdag.

Ovelserne i de naeste uger
(Uge 10: 3. marts - 9. marts): 9.8, 9.12, 9.13 (pa Meddelelse 19.)
Bemarkninger til opgaverne pd Meddelelse 19.

(Uge 11: 10. marts - 16. marts): 9.18 (Gengivet pa Meddelelse 19), 9.19, 9.20, 9.21, 9.22, 9.23

Afleveringsopgaver

(Uge 9: 24. februar - 2. marts): De tre fgrste spgrgsmal af opgave 9.3 (gengivet pA Meddelelse
18)

(Uge 10: 3. marts - 9. marts): De tre fgrste spgrgsmal af opgave 9.8 (gengivet pd Meddelelse
19)

(Uge 11: 10. marts - 16. marts): 9.20 (P4 Meddelelse 20)

Udleveret materiale

Side 9.25-9.32 fra Kapitel 9 om den flerdimensionale normalfordeling.



Opgave 9.19

Lad X veare n X p dimensionalt normalfordelt
X v Nnxp(M,¢®Z),

oglad Y = AXB og Z = CXD, hvor A, B, C og D er henholdsvis a X n, p x b,c Xxn og pxd
matricer.

Vis, at Y og Z er uafhangige hvis og kun hvis enten A®C* = 0 eller B*XD = 0.

Opgave 9.20

Lad X, ..., X, vere uafhaengige og identisk regulert normalfordelt N, (u,X). Vis, at hvis n > p
er

w=Y (X—-%)X—X)"

n

i=1
positiv definit med sandsynlighed 1.

En alternativ formulering, som vi ofte benytter er fglgende:

Hvis W ~ W, (%, f) og X er positiv definit, s& er W positiv definit med sandsynlighed 1, hvis
f2p.

Opgave 9.21

Lad W = {W; j}f? j=1 veere Wishart fordelt Wy (Z, f) og lad B veere en p x g matriks.

(1) Vis, at
B*WB ~ W,(B*%LB, f).

(2) Vis, at for enhver vektor a € R?, a # 0, er
a*Wa
a*Xa

~ %2 (f)-

(3) Hvad er fordelingen til W;;?

Opgave 9.22  Lad W) og W, vare uath@engige og Wishart fordelt
Wi~ Wy (Z, f1) og Wa ~ Wy (I, f2).
Vis, at
Wi+ Wa ~ Wy (E, fi+ f2).

Opgave 9.23  Lad S ~ W,(Z, f) med ¥ invertibel og f > p. Lad 2~ = {6"}],_, og §~' =

Si}P._ nar S er invertibel. (Det er S med sandsynlighed 1 nér f > p ifglge Opgave 9.20.)
i,j=1 ge LUpg

Vis, at
o= 2 pp - p—1
oream (f = (p—1)), samt at WP? er uathengig af {W;;}; ._,
0og
*Z—l
%‘th—a‘ o Xz(f— (p—1)) for enhver fast vektora € R”, a #0.
a a

2



Opgave 9.24  Lad W vare Wishart fordelt W, (X, f) med X invertibel og f > p.
Vis, at
WI~ ZC) 22 =1) % (f—p+1),

hvor x2(f), -+ ,x2(f — p+1) er indbyrdes uafhengige og x*(f — i+ 1) er x>-fordelt med f —
i+ 1 frihedsgrader, i =1,...,p.

Opgave 9.25 Lad W vere Wishart fordelt W, (X, f) med X invertibel og f > p +2.
Vis, at |
EW'= ———57!
f=r-1
Opgave 9.26  (Hotellings i)

Lad W vare Wishart fordelt W ~ W, (Z, f) med f > p og X reguler, og lad Y veere normalfordelt
Y ~Ny(0,X). Antag Y og W er uafh@ngige.

(1) Vis, at
f={p-1)

p Y'W='Y ~F(p,f~(p—1)).

Ofte har man en estimator X for en parameter u, hvor X ~ N, (u, k~'X), og man har et skgn, S,
over X som er W,(f ~1¥, f) fordelt og uafhengigt af X. En naturlig teststgrrelse for hypotesen
Hy: u = o er Hotellings
T2 = k(X — po)*S ™" (X — po)-
(2) Vis, at

_ _ 2
L2e=DT P - (0= 1)

Opgave 9.27  Lad R veere W, (E,n) og U ~ N,(0,Z). Antag R og U er uafh@ngige, n > p og
¥ reguler.
(1) Vis ved hjelp af Opgave 9.5, at

Rl 1
[R+UU*|  14+U*R"'U’

(2) Vis ved hjlp af Opgave 9.26, at

— 1
0g
Rl pr=p*! P,
R+UU| 2 2



(3) Vis ved hjelp af Basu’s s@tning, at

IR|

__ B e ryuU
R+UU*| 8

er uafhengige.

Opgave 9.36

Formalet med denne opgave er at definere nogle tests, som udskrives af statistiske programpak-
ker i forbindelse med analyse af linezre normale modeller for den flerdimensionale normalfor-
deling.

Vi har set Wilks test for reduktion fra underrummet L; af dimension d; til underrummet L, af
dimension d; i en flerdimensional lineaer normal model som

B |SSD1 |
~ |SSD; +8SDs|’

hvor SSD; ~ W (Z,n—d;) og SSD, ~ W (X,d; —d,) er uafhengige. For bekvem sammenligning
med SAS skifter vi notation til |
T IEFH]

hvor E ~W(X,n—d;) og H ~ W(X,d| — d;) er uathengige. Desuden antages, at n —d; > p.
Her star E for Error og H for Hypothesis. Wilks test og mindst tre andre test kan udtrykkes ved
egenvardierne for matricen E~'H.

(1) Vis, at
_ Bl _ |1p+E“‘H\_1 = fl(l +M)7h
|E+ H| =
hvor A;, i =1,..., p, er egenvaerdierne for E~'H.

(2) Vis, at hvis A er en egenveerdi for E~'H, sa er A/(14\) en egenverdi for (E +H) ™ 'H,
sa

Ai
14+A°

o~

tr(E4+H)"'H =

=1

Dette test kaldes Pillai’s trace.
De to sidste er Hotelling-Lawley’s trace
)2
trE— : H = Z }‘-i
i=1

og Roy’s maximum root test

Amax = max{Ai,...,Ap}.
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Meddelelse 19

Forelzesningerne i sidste uge

(Onsdag den 12. februar): Jeg fortsatte med Kapitel 9 om den flerdimensionale normalfordeling,
hvor jeg néede til side 9.4 lige fgr Proposition 9.6.

(Fredag den 14. februar): Jeg fortsatte gennemgangen af den flerdimensionale normalfordeling
og néede til definition af en n x p dimensional normalfordeling side 9.1 1.
Forelzesningerne i denne uge

(Onsdag den 19. februar): Jeg fortsatte med Kapitel 9 om den flerdimensionale normalfordeling,
hvor jeg ndede til side 9.15 lige fgr Afsnit 9.4.

(Fredag den 21. februar): Fortsatter gennemgangen af den flerdimensionale normalfordeling og
begynder med Afsnit 9.4.

Forelzesningerne i naeste uge

ONSDAG DEN 26. FEBRUAR 2003 11-12 ER FORELZESNINGEN I AUDITORIEHU-
SET Aud 3

Ovelserne i de naeste uger

(Uge 9: 24. februar - 2. marts): 9.1, 9.2, 9.3 spgrgsmal 4) og 5), 9.4,9.5,9.6,9.17
Bemarkninger til opgaverne:

9.4: En liste af nyttige resultater, som vi ofte bruger.

(Uge 10: 3. marts - 9. marts): 9.8, 9.12, 9.13 (pa denne meddelelse.)

Bemerkninger til opgaverne:

Der er et tydeligt tema for opgaverne: Den multiple korrelationskoefficient. Opgave 9.13 inde-
holder nyttige oplysninger om multipel regression og den i den sammenhang meget anvendte
R2. Desuden tjener opgaven til at lette overgangen til flerdimensional multipel regression, som
vi benytter som et bevisteknisk redskab.

I (4) i Opgave 9.13 vises igvrigt uathengigheden mellem X. og og B, som blev postuleret og
anvendt i Kapitel 3.



Afleveringsopgaver

(Uge 9: 24. februar - 2. marts): De tre fgrste spgrgsmal af opgave 9.3 (gengivet pA Meddelelse
18)

(Uge 10: 3. marts - 9. marts): De tre fgrste spgrgsmél af opgave 9.8 (gengivet pa denne meddel-
else)
Udleveret materiale

Om karakteristiske funktioner: Side 100-107 fra G.R. Grimmett & D.R. Stirzaker: Probability
and Random Processes, Oxford Science Publications, 1983.

Side 9.9-9.24 fra Kapitel 9 om den flerdimensionale normalfordeling.



Opgave 9.8
(Multipel korrelationskoefficient)

Lad X ~ Np(u,X) oglad X (1), X2 vzre en k henholdsvis p — k dimensional opdeling af X, med
tilsvarende opdelinger af kovariansen

En X2
== .
{ 1 In
Vi antager, at u = 0 da vi kun vil interessere os for spgrgsmil om kovariansen. Yderligere

antages, at X er invertibel.

Lad X; vere en komponent af X og lad ;) veere den i'te sgjle i X1 og lad B veere den i'te
sgjle i L5, £o; det vil sige
B=2500
B er regressionskoefficienterne for regressionen af X; pa X @)
(1) Vis, at X; — B-X@® og X@ er uafhengige.

(2) Vis, at det line@re funktional o - X (2) af X @ for hvilket X; — ot X (2) har mindst varians er
B-X@),

(3) Vis, at den stgrst mulige korrelation mellem X; og linezre funktioner o - X (2) af X@) fas
fora.= .

Denne stgrst mulige korrelation er den multiple korrelationskoefficient mellem X; og X (2). Den
betegnes med Rix+1,.. p-

(4) Vis, at
Ri~k+1,...,p = m
Gii
(5) Vis, at s
e
hvor Gjik+1,...,p er den partielle kovarians for Xi1,...,X) fast. R%H]’_”’p har altsa en

fortolkning som den del af variansen pa X; som forklares af variationen af X (2),

Opgave 9.12
(Multipel korrelationskoefficient)

Lad Xi,...,X, vere indbyrdes uafh@ngige og identisk reguleert normalfordelt, X; = (X1, ..., Xip) " ~

Np(u,X), i=1,...,n. Vis, at likelihood ratio testoren Q for hypotesen, at den multiple korrela-

tionskoefficient mellem Xj; og X,-(z) = (Xiz,...,Xip)* er 0, det vil sige Ria,. . p=0,er



hvor Ry.,,...p er defineret som den multiple korrelationskoefficient i (9.9) side 9.6, men udfra
den estimerede kovariansmatriks, det vil sige

Rig, . p=——"F7=" (D

Bemerkning til Opgave 9.12 Det vises i Afsnit 9.8 at under hypotesen er fordelingen til
Ry, pi(1) givet ved

R}, n—1-(p—1)
ik S ~F(p—1,n—1—=(p—1)). 2
1=Ris p—1 o =y -

Opgave 9.13
(Multipel regression)

Lad Xi,...,X, vere indbyrdes uafhangige og endimensionalt normalfordelt, X; ~ N (u;, c?). Til
hvert i er givet veerdierne af g forklarende variable #;1,. .., %4, 0g Vi betragter hypotesen

Hliyi:(X+Blti1+...+Bqtiq, i=1,...,n,

eller, med andre ord, den linezre normale model M specificeret ved at middelverdivektoren
u=(uy,...,uy)* tilhgrer det linezere underrum

L= span(e,t(l), e ,t(q)),

hvor e = (1,...,1)* e R* og t(jy = (t1,---,1nj)* € R" er alle n veerdier af den jte forklarende
variabel. Antag, at e,f(y),...,I(g) er lineert uafhengige. Lad T vare n x g matricen hvis jte
sgjle er t(;). For de fglgende beregninger er det en stor fordel at betragte de forklarende variable
U(l)y---s u(q), hvor

u(j):t(j)—f.je, j=1,...,q.

(1) Vis, at u;j er ortogonal pie, j =1,...,q, og at
span(e,t(l), : ..,l‘(q)) = span(e,u(l),. X ,u(q)),

Vi formulerer altsd samme model med de to s@t regressionsvariable og kan efter behag betragte
hypotesen

Hi:u=oe+Bit +"'+ﬁqtq.
eller hypotesen
Hy:u= Oc”e—l—BL{u] +---+Bi]1uq.

(2) Vis, at ssmmenhangen mellem regressionsparametrene svarende til de to sat forklarende
variable er

o =0+ Bif 4+ Pyl g

B?:Bja J:]aaq
4



Som nevnt er det mest bekvemt at betragte de forklarende variable u;j, s& lad U vare n X g
matricen hvis jte sgjle er u;), og lad T vare n x (¢g+ 1) matricen

T={e U}
(3) Vis, at maksimum likelihood estimatoren for 8 = (o, B), hvor B = (B1,...,B)" er
6= (6", B)=(T"T)"'T*X

og angiv fordelingen for b.

(4) Vis, at &" og [3 er uafhangige, samt at
G =X ~ N(o*,6°/n)
B=(U"U)'U"X ~Ng(B,a*(U"V) ™)

(5) Angiv maksimum likelihood estimatoren for o2 under Hj, og dennes fordeling.

Set L, = span(e) og betragt modellen

My uel,,
det vil sige B =--- =P4 =0.

(6) Vis, at likelihood ratio testoren for reduktionen fra M til M, er

0=(1-~)*,
hvor X )
*Uru
) 5
SSDx
og store verdier af R? er kritiske.
(7) Vis atimodellen M; er
R? n—(g+1
L )NF(q,n~(q+l)). (4)

1—R? q

(8) Sammenlign resultaterne (3) og (4) her i Opgave 9.13 med resultaterne i(l)og(2)1
Opgave 9.12. Overvej, at det er pracis samme analogi mellem testet for ingen korrelation
i den todimensionale normalfordeling og testet for haldning O i liner regression, som vi
kender fra Kapitel 8.

Bemaerkning til Opgave 9.13

I Tabel 1 er gengivet variansanalysetabellen for modellen M i en PROC GLM udskrift. Be-
meark, at Mo=M., og dermed P,=P.., sd R? i (3) fas som forholdet mellem Sum of Squares
i Model og Corrected Total linjerne, som er markeret med —.

I udskrifter fra PROC GLM er R* i (3) angivet som R-square i linjen umiddelbart under

variansanalysetabellen.
5



Tabel 1: Variansanalysetabellen fra modellen M

The GLM Procedure

Model M
Dependent Variable: X
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
—  Model q 1P (x) = Po(®)[* 7., S/ Pows(X)
Error n—q—1 |x=pP )| S
— Corrected Total n—1 X — Pa(x)||*

Opgave 9.18 (n x p dimensional normalfordeling)

Nér vi har n uafhzngige p-dimensionalt normaltfordelte stokastiske variable X; ~ N (u;, ¥;) kan
det vaere bekvemt at opfatte dem som én n X p dimensionalt normalfordelt stokastisk variabel.
I stedet for at skrive den som en lang vektor, vil det vaere praktisk at skrive den som en n X p
matriks

Vi skal her betragte n x p dimensionalt normaltfordelte stokastiske variable

X ~ Nuxp(M, ),

hvor M = {u;;}}_,5_, er n x p matricen af middelvardier, og

£ ={0(n),(9}j=1rs=1
er en np X np matriks, sd
Cov(Xir, Xjs) = (i) (j,s)-

Specielt gelder, at hvis
X s Nn)(p(M,¢®2)7

hvor ® = {¢;;} er en symmetrisk n x n matriks, og £ = {G,s} er en symmetrisk p x p matriks,
vil
COV(Xirans) = q)ij *GOps-
(1) Vis, at hvis X, ..., X, er indbyrdes uafhengige, X; ~ N,(u;,X),i=1,...,nvil
X
X = : ~ Nyxp(M, I, ®X)
X,

hvor M* = {u1 ... un}.

Vis fglgende transformationsformler.



(2) X ~ Nyxp(M,®®X) hvis og kun hvis X* ~ Npxn(M*, 2R P).
(3) Hvis X ~ Nyxp(M,P®X),A er en m x n matriks, og Beren p X g matriks vil

AXB ~ Ny g(AMB, (ADA*) @ (B*EB)).

Vis fplgende specialtilfaelde af (3).
(4) Hvis X ~ Nyx»(M,1,®X) og b er en p-dimensional sgjlevektor er

Xb ~ Npx1(Mb, 1, ® b*£b) = N, (Mb, (b*Zb)1,).

(5) Hvis X ~ Nyx (M, I, L) og a er en n-dimensional sgjlevektor er
a*X ~ Ny p(@*M,a*a® L) = Ny(a*M, ||a|*Z).
(6) Hvis X ~ N,x»(M,I, ®X) og A er en m X n matriks er

AX ~ Ny p(AM,AA* R T).

Lad X ~ Nyxp(M,I, ®X) og betragt en opdeling af X og M si
X = {X(I)X(z)} ogM = {M(I)M(z)},

hvor X(V) og M (1) er n x k matricer, og X (2) ogM @) ern x (p — k) matricer. Tilsvarende opdeles
L X2
Y =
{ L In }

(7) Vis, at den betingede fordeling af X () givet X(?) = x(2) er

hvor X1 er en k X k matriks.

Nuxie(MD) — (M) —xP21%51, 1, ® (E11 — Z12E5, Za1)),
samt at den marginale fordeling for X (2) er

N (p—ty(MP 1, @ 03).
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OPTIONS PS=45 PAGENO=1;
DATA storke;
INPUT county kvinder storke nyfoedte @@;
f_rate=nyfoedte/kvinder;
st rate=storke/kvinder;
kv_.=kvinder/nyfoedte;
kv_st=kvinder/storke;
DATALINES;
11 210 21 215 31 2 20
41 310 51 3 15 20
71 410 81 415 91 4 20

(o]
-
w

102 41511 2 4 20 12 2 4 25
13 15 14 2 20 15 2 5 25
16 2 6 1517 2 6 20 18 2 6 25

N
[¢)]
(6]

19 3 520203 525213 5 30
22 3 620233 625243 6 30
253 720263 725273 7 30

284 625294 630304 6 35
3 . 725324 730334 7 35
34 4 825354 8 30364 8 35

37 5 730385 735395 7 40
40 5 8 30 41 35 42 5 8 40
43 5 9 30 44 35 45 5 9 40

a1 ;
o

46 6 83547 6 8 40 48 6 8 45
496 935506 94051 6 9 45
52 6 10 35 53 6 10 40 54 6 10 45
RUN;

PROC PLOT DATA=storke;
PLOT nyfoedte*storke;
RUN;

PkuC PLOT DATA=storke;
PLOT f_rate*st_rate;
RUN;

PROC PLOT DATA=storke;
PLOT kv_f*kv_st;
RUN;
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Plot of nyfoedte*storke. Legend: A =1 obs, B = 2 obs, etc.
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Plot of f_rate*st_rate. Legend: A =1 obs, B = 2 obs, etc.
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Plot of kv_f*kv_st. Legend: A =1 obs, B = 2 obs, etc.

kv €
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0.04 +
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