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Institut for
Matematiske Fag

Aarhus Universitet Den 10. april 2003.

Sandsynlighedsteori 2
Uge 18.

Forelaesninger: Vi fortsaetter med martingalerne med hovedveegten lagt
pa konvergensseetninger og optional sampling. Lad mig minde om, at vi i
modsatning til bogen kun betragter integrable sub- og supermartingaler. Vi
skal alt i alt gennemga teori svarende til sektionerne 7.1 til og med 7.16. Vi
vil holde os meget ngje til de udleverede noter.

Ovelser: 1) Exc.7.2. Vis yderligere at (X2, Fn)nz>0 €r en submartingal.

2) Beregn middelvardifunktionen n — E [X,] for en martingal, h.h.v.sub-
eller supermartingal, (X, F)n>0. Vis at en submartingal er en martingal,
hvis og kun hvis middelveerdifunktionen er konstant.

3) Lad (X,, Fo)nz0, (Yo, Fo)nso 0g (Z,, Fun)n>0 veere h.hov. en martingal, en
submartingal og en supermartingal. Lad endvidere ¢ betegne et reelt tal. Vis
at (| Xa], Fo)nzo, (Yh, Fu)nso og (Y, Vg, Fo)n>0 er submartingaler, samt at

(Zn N g, Fy)n>0 er en supermartingal.

4) Lad (M, F,,)n>0 veere en martingal og lad (V,),>0 betegne en reel proces,
hvor V,,’erne er begreensede, og V,, er Fn—1-malelig for n > 1 og V) Fy-malelig.
Vis at (V- M), F,)n>0 er en martingal, hvor

(VM) :=Vo- My+> V;- (M; — M;_) n>0.

J=1

Beregn ((V - M), )n>0, hvis V, = 17>,y for n > 0 for en stoptid 7.
Overvej hvordan resultaterne generaliserer til sub- og supermartingaler.

69



5) Holder’s Ulighed for Betingede Middelveerdier.
Lad p,q > 1 betegne konjugerede tal og lad X € LP(P) og Y € L1 P) vare
givet. Vis at

|E[XY | A]| < E[X?| A" E[Y7| AIY4 P-no.

Vink. Udnyt at der for a.b > 0 geelder

o faPx bipTp
a-b<inf | — + .
x>0 P (

6) Lad p > 1 og X og Y to ikke-negative stokastiske variable veere givet, sa
at
P(X > \) < E[Y, X > \]/\ for alle A > 0.

Vis at der findes en konstant ¢, kun atheengig af p, sa at
E[XP]/P < ¢, - E[YP]Y?  d.vs. X < e 1Y,
Vink: Integrer begge sider med p - \~'d\ og anvend Tonelli og Holder.

Bemeerkning. Der gaelder ikke et tilsvarende resultat for p = 1, idet der fin-
des X og Y, som opfylder antagelsen, men hvor F[Y] < E[X] = .

Afleveringsopgave: Exc.7.7. Vink til (i): Udnyt at {r > n} = {S, < 2}.
Vink til (ii): Betragt de begraensede stoptider 7 A n og lad n — oo.

Ovrige meddelelser: Ingen.

Svend Erik Graversen
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