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Geometri 1.

UGESEDDEL NR. 7

Forelaesningerne d. 19. og 20. Marts.

Vi gor forst afsnit 2 — 4 feerdig: Vi definerer differentialet for en differentiabel afbildning
mellem to regulaere flader og beviser inversfunktionsaetningen for sadanne afbildninger.

Derefter gar vi videre med afsnit 2 - 5. Vi definerer den forste fundamentalform pa en
reguleer flade. Efter gennemgang af nogle eksempler, vil vi bruge den forste fundamen-
talform til dels at definere lengden af en vilkarlig differentiable kurve pa en reguleer
flade og dels til at definere arealet af et omrade pa en regulaer flade.

Afsnit 2 - 6 om orientering af reguleere flader er det sidste afsnit i kapitel 2 vi gennemgar.
Vi vil sgge at na sa meget som muligt af dette afsnit i denne uge. Specielt definitionen
af orientabilitet, samt proposition 1 i dette afsnit.

Vi gor afsnit 2 - 6 faerdig 1 neeste uge og sa gar vi videre med kapitel 3, afsnit 3 - 2.

Ovelsesopgaver 23. — 27. Marts:
2.3.8, 2.3.14, 2.3.15, 2.4.2, 2.4.3, 2.4.8, 2.4.9

Afleveringsopgaver 23. — 27. Marts:
2.4.1

Jorgen Ellegaard Andersen

Geometry is the meeting point of the fundamental sciences.

Telephone +45 89 42 31 88 Telex 64767 aausci dk

. c " e-mail andersen@mi.aau.dk
Directly +45 89 42 34 32 Fax +4586 13 17 69
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ParametricPlot3D[{v*Cos[u],v*Sin[u], u}, {v, -2,2},
{u, 0, 2*Pi}, Axes -> False,
ViewPoint->{1.540,-2.843,0.997}]

Gunnar Hellmund, hellmund@mi.aau.dk
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Institute of Mathematics « University of Aarhus
Ny Munkegade « 8000 Aarhus C « Denmark

9. marts 1998

Geometri 1.

UGESEDDEL NR. 6

Forelaesningerne d. 12. og 13. Marts.

Vi blev faerdig med N2 og afsnit 2 — 2 i sidste uge og gar nu videre med afsnit 2 —
3 1 do Carmo. Igen pa basis af N2 er do Carmos bevis helt ok. Vi beviser forste
proposition 1 om differentiabilitet af skift af koordinater. Denne proposition danner
basis for definitionerne i afsnit 2 — 3 om differentiabilitet af afbildninger defineret pa en
reguleer flade.

I dette afsnit indfgres ogsa begrebet en reguler kurve, som en delmeengde af det 3-
dimensionale euclidiske rum som lokalt er en parametriseret reguleer kurve. I analogi
hermed definere vi en parametriseret requler flade og viser at den lokalt i parame-
teromradet definere en reguleer flade (se definition 2 og proposition 2 i afsnit 2 — 3).

I afsnit 2 — 4 skal vi definere tangentplanet til en regueer flade i et vilkarligt punkt pa
fladen. Tangentplanet giver os mulighed for at definere differentialet af en differentiabel
afbildning defineret pa en flade.

I neeste uge ggre vi afsnit 2 — 4 feerdig og fortseetter med afsnit 2 — 5.

Ovelsesopgaver 16. — 20. Marts:
Ovelse 2.4 og 2.5 fra N2, 2.2.10, 2.2.13, 2.2.15, 2.3.1. 2.3.2, 2.3.3

Der er en ny version af noten N2 pa kursets hjemmesiden, hvor gvelse 2.4 og 2.5 er
, ) D ] , g
pafort. Endvidere er Ovelse 2.4 og 2.5 fra N2 gengivet pa bagsiden af denne ugeseddel.

Afleveringsopgaver 16. — 20. Marts:

2.2.16

Jorgen Ellegaard Andersen

The election is on. The right choice is however obvious: Math!

Telephone +45 89 42 31 88 Telex 64767 aausci dk

-mail andersen@mi.aau.dk
Directly +45 89 42 34 32 ermarandementmt.aad Fax +45 86 13 17 69



Ovelse 2.4 26
Lad X veere en vilkarlig delmeengde af R" og Y en vilkarlig delmeengde af R™ og lad

f X =Y vere en kontinuert afbildning. Bevis at hvis U er en aben delmzngde i Y,

sa er f71(U) en aben delmaengde i X.

P <

Ovelse 2.5 e
Lad S veere en regulaer flade og lad @ : U — S veere et kort pa S. Lad U’ C U veere
aben. Vis at da er 2(U’) C S aben i S.
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2. marts 1998

Geometri 1.

UGESEDDEL NR. 5

Forelzesningerne d. 5. og 6. Marts.
Vi gennemgar resten af noten N2 og begynder sa med do Carmo Kapitel 2.

Vi vil gennemga definitionen af en reguleer flade (som i N2.) igen og se et par eksempler
pa regulere flader. Dernaest gennemgar vi sa proposition 1., definition 2. og proposition
2., 3. og 4. som 1 do Carmo afsnit 2 — 2, med do Carmo’s beviser. Pa baggrund af N2
er det faktisk muligt at forsta do Carmo’s bevis for alle propositionerne ogsa beviset for
proposition 4!

Derefter gar vi videre med afsnit 2 — 3 i do Carmo og beviser proposition 1 om differ-
entiable skift af koordinater. Igen pa basis af N2. er do Carmo’s bevis helt ok. Denne
seetning danner basis for definitionerne i afsnit 2 — 3 om differetiabilitet af afbildninger
defineret pa en reguleer flade. I naeste uge forseetter vi gennemgangen af afsnit 2 — 3 og
gar videre med afsnit 2 — 4.

Ovelsesopgaver 9. — 13. Marts:

Ikke gennemgaede gvelser fra forrige ugesedler samt Ovelse 2.2 og 2.3 fra N2 og
2.2.5.,2.28., 2.2.11.

Afleveringsopgaver 9. — 13. Marts:

2.2.7

L.l (.

Jorgen Ellegaard Andersen

Geometry is smooth!
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Geometri 1.

UGESEDDEL NR. 4

Forelaesningerne d. 26. og 27. Februar.

Forst vil jeg lige afslutte vores studie af kurver med en lille kort kommentar om knude-
teori.

Derefter gar vi videre med do Carmo Kapitel 2. Som indledning til det vil jeg dog forst
gennemga et bevis for inversfunktionsseetningen. Den bruges om og om igen i studiet
af flader, sa den er aldeles vigtig. Noterne N2 (beskrevet nedenfor) indeholder et bevis
for denne seetning.

Definitionen af en regulaer flade i afsnit 2 — 2 1 do Carmo er pa et bestemt punkt noget
klodset. Vi vil derfor operere med en definition af en regulaer flade som er identisk med
do Carmo’s paneer et lille punkt, nemlig betydningen af kontinuiteten af 271. Se bag
pa denne ugeseddel og sammenlign med definition 1 side 52 i do Carmo.

Efter vi har gennemgaet definitionen af en reguleer flade og set et par eksempler, gen-
nemgar vi sa proposition 1., definition 2. og proposition 2. og 3. som i do Carmo afsnit
2 — 2, med do Carmo’s beviser. Derefter gennemgar vi beviset for proposition 4 i afsnit
2 — 2 med beviset fra noterne N2, idet beviset for propostion 4 i do Carmo ikke duer.

Det er nok tvivlsomt om vi nar gennem hele afsnit 2 — 2 1 denne uge. Ellers vil vi ggre
det feerdigt 1 naeste uge og dernaest forseette med afsnit 2 — 3.
Supplerende noter om differentiable flader, N2.

Der vil snarest udkomme supplerende noter til do Carmo 2 — 2 i elektronisk form pa
hjemmesiden og i trykt form samme sted som ugesedlen foran Aud. D1.

Ovelsesopgaver 2. — 6. Marts:
1.5.7., 1.5.8., gvelse 1.4 og 1.5 fra N1., 2.2.2.,2.2.3., 2.2.4.

I gvelse 1.5 fra N1. forventes det ikke man kan besvare det afsluttende spgrgsmal. Svaret
pa spergsmalet vil heller ikke blive gennemgaet medmindre nogen har fundet et smart
argument!

Afleveringsopgaver 2. — 6. Marts:

2.2.1

Telephone +45 89 42 31 88 Telex 64767 aausci dk

. e-mail andersen @mi.aau.dk
Directly +45 89 42 34 32 Fax +4586 13 17 69



Definition

Lad X vere en wvilkarlig delmengde af R™. Vi siger at en funktion f : X — R™ er
kontinuert 1 xg € X, hvis og kun huis :

Ve>0,30>0:|x —xo| <d, 2 € X = |f(z)— flzo)] <e

Vi siger at f er kontinuert, hvis den er kontinuert ¢ alle xg € X.

Bemaerkning

Lad U vaere en aben delmengde af R". Hvis F' : U — R™ er en kontinuert funktion
og X er en vilkarlig delmeengde af R™, da er det klart at F|xnp : X NU — R™ er
kontinuert ifplge denne definition.

Vi vil bruge folgende definition for en reguler flade.
Definition

En delmaengde S C R? er en reguleer flade huvis der for alle p € S, findes en omegn V i
R? af p og en bijektiv afbildning x : U — VN S, hvor U C R? er dben, sdledes at
(1) Afbildningen x er differentiabel.
(2) Afbildningen x er en homeomorfi. D.v.s. x og 2~ er kontinuerte.
(3) (Regularitets betingelsen.) For alle ¢ € U er differentialet dv, : R* — R?
injektivt.

Bemaerkning

Nar man sammenligner denne definition med definitionen pa en reguleer flade i do Carmo
definition 1, side 52, ses at de to definitioner er identiske pansger definitionen af konti-
nuiteten af 7!, Det er klart at do Carmo’s definition medfgrer denne definition. Vi
skal ikke bekymre os om akvivalensen af de to definitioner, men blot anvende den
ovenforstaende definition af en reguleer flade gennem hele kurset. Jeg foreslar i retter

definitionen 1 do Carmo til efter denne definition.

Jorgen Ellegaard Andersen

Math is the way to go!



EN LILLE NOTE OM KNUDER
af

JORGEN ELLEGAARD ANDERSEN

1 Matematisk representation af knuder

Det tvsiske objekt vi onsker at formaliserer. er en knude pa en lukket snor. d.v.s. en knude bundet

pa et stykke snor. hvorefter enderne af snoren er blevet splejset sammen.
Den matematisk model vi vil benytte for dette fysiske objekt, en knude, er en plan projektion af

knuden. hvorpa over- og under-krydsninger er indikeret, som i disse eksempler:

@i) C»
@ (/3 EQ) C?Qs_)

Disse plane projektioner af knuder kaldes knudediagrammer. Vi tillader ogsa knuder bundet af mere
end en snor. d.v.s. vi tillader ogsa knudediagrammer. med mere end en streng, som indikeret ovenfor
1 eksemplerne. Endvidere krezeve vi at der for hver enkelt streng i knudediagrammet er valgt en
omlobsretning. Lad X betegne mangden af alle knudediagrammer.

e Hvis vi deformerer et knudediagram. ved at deformere de kurver som udger knudediagram-
met. uden at fjerne eller indfore nye over- elle under-krydsninger, sa andrer vi ikke pa hvilken
knude. diagrammet representerer.

e Det er ligeledes klart. at hvis vi lokalt pa et knudediagram fortager en af de modifikationer,
som er tegnet nedenfor under R1, R2 og R3, sa andrer vi ikke pa hvilken knude diagrammet

representerer.

R1 /Q = < ) ~
= L e DC — 3L

R3 \\\ ) . \/
/\ AN
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2 JONES INVARIANTEN AF KNUDER

Folgende er et eksempel pa en sekvens af deformationer og modifikationer af typen R1, R2 og
R3. som transformerer knudediagrammet til venstre over i knudediagrammet til hojre. Alle disse
diagrammer representerer tydeligvis alle den samme knude.

e - C@Sﬁ C@

Man kan bevise, at to knudediagrammer K og K, representerer den samme knude, hvis og kun
hvis der findes en sekvens af deformationer og modifikationer af typen R1, R2 eller R3 hvorved A,
transformeres over i K. Dette resultat er en klassisk satning, som blev bevist af Reidemeister i

1932.

2 Jones invarianten af knuder

Ved en invariant af knuder. forstas en funktion fra mzangden af alle knudediagrammer X til maengden
af polynomier. som opfyvlder:

Hvis Ky er et knudediagram som kan transformeres over i et andet knudediagram K, ved en
sekvens af deformationer og modifikationer af typen R1, R2 eller R3. sd knytter invarianten det
samme polynomium til Ny som det knytter til K,.

Det er derfor. vi siger, at en invariant er karakteristisk for en knudes topologi, idet den ikke
atheenger af hvilket knudediagram vi veelger til at representere knuden ved. nar vi udregner invari-
anten.

Szetning [V. Jones 1984].
Der findes en entydig bestemt invariant V af knuder. som til ethvert knudediagram A" knytter
et polynomium V7 (¢). med folgende egenskaber!

1. Antag at K, A_ og Ky er tre knudediagrammer der opfylder:

a) Knudediagrammerne Ay, K_ og K, er identiske udenfor et lille omrade i hver af de tre
diagrammer. (Det udenfor de tre sma omrader er ikke medtegnet i figuren nedenfor.)

b) Indenfor de tre sma omrader ser de tre knudediagrammer siledes ud:
N :;\ ' . '.
K- Ko

12 Vk_(t) — BV, (t) = (t — t7) Vi, (2).

2. Der gelder for den trivielle knude U, som er tegnet her til hgjre, at O
Vu(t) =N"

Da gealder at

“F

'I kraft af det er postuleret, at V er en invariant, har V Jo ngdvendigvis ogsa den egenskab, at Vk, (t) = Vi, (2),
hvis K’} kan transformeres over i K5 ved en sekvens af deformationer og modifikationer af typen R1,R2, eller R3.



2 JONES INVARIANTEN AF KNUDER 3

Vaughan Jones's invariant af en knude kaldes V-polynomiet for knuden. Som simple eksempler
kan man udregne V-polynomiet for folgende knuder. ved brug af egenskaberne 1. og 2. fra Seetningen.
samt det faktum at V-polynomiet er en invariant:

@)H (DDT

-\

§

-S 6
\/H(H——-—tif v_‘_(+)={-1+f~é

Flere eksempler er beskrevet i gvelserne nedenfor. Specielt. kan man ved at gennemregne gvelse
3. og 4. udregne V-polyvnomiet for disse to knuder:

g0 N

\_;———"

Man vil finde at V-polynomiet for disse to knuder ikke er ens. Dette beviser (under antagelse
af Jones's Satning) at der ikke kan findes en sekvens af deformationer og modifikationer af typen
R1.R2 og R3. som transformerer knuden til hejre over i knuden til venstre. Altsa er de to knuder
forskellige.

Ved lidt leengere regninger. vil man pa samme made kunne se at folgende to knude har samme

V-polynomium:

S I

Man kan med andre invarianter bevise at man ikke kan transformere knuden til hgjre over i
knuden til venstre. Dette eksempel viser at Jones’s V-polynomium ikke klassificerer knuder. Det
er dog ikke sa lige til at finde forskellige knuder med det samme V-polynomium. Der findes to
forskellige knuder med 8 krydsninger, som har samme V-polynimium. Kan du finde dem?

@Dvelse 5 nedenfor er et spgrsmal om Jones’s V-polynomium, som vi endnu ikke kender svaret pa.



3 OVELSER

3 velser

1. Find en sekvens af deformationer og modifikationer af typen R1. R2 eller R3 hvorved knudedia-

grammet

transformeres over i det trivielle knudediagram:

2. Udregn V-polynomiet for knuden

&7

3. Hvis vi har et knudediagram A’; og et andet knudediagram A ved siden af hinanden, s& er
foreningen af disse to knudediagrammer igen et knudediagram. som vi betegner A; U K.

Hvis K er et knudediagram. sa kan vi tilfoje et lille trivielt knudediagram som en lille ring omkring
en streng i knudediagrammet A" pa to mader, som vist i dette eksempel:

7% A7

Vi betegner de resulterende knudediagrammer henholdsvis K * U og K*U. Det som er forskellen pa
disse to knuderdiagrammer, er blot om den lille ring szettes pa med positiv eller negativ omlgbsretning
relativt til omlgbsretningen for K.



3 OVELSER 5
A) Udnyt at V-polynomiet per definition ikke zndrer sig, nar der foretages en modifikation af type
R1 pa et knudediagram til at bevise formlen:

Vawu(t) = —(t + 7 V().

B) Udnyt at V-polynomiet per definition ikke sndrer sig. nar der foretages en modificering af type
R1 eller R2 pa et knudediagram til at bevise formlen:

Viaw(t) = —(t7% + 71 Vi (2)

og
Visu(t) = —(t° + Vi (2).

[ bade A) og B) er A’ et knudediagram og U det trivielle knudediagram.

4. Hvis K er et knudediagram. sa far man et knudediagram K af spejlbilledet af knuden ved at
@ndre alle over- henholdsvis under-krydsninger til under- henholdsvis over-krydsninger, som i dette

eksempel
K

K

A) Vis formlen:

Vaet) = Ve (¢70).

B) Brug resultaterne i 3A) og B) samt 4A) til at udregne V-polvnomiet for knuderne:

s

5. Findes der et ikke trivielt knudediagram K med en streng (altsd et knudediagram K med
en streng, som ikke kan transformeres til det trivielle knudediagram ved en vilkarlig sekvens af
deformationer og modifikationer as typen R1, R2 og R3), siledes at

Vi(t) = 17

Dette er til dato et ulgst, men meget interessant problem!
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Geometri 1.

UGESEDDEL NR. 3
Forelsesningerne d. 19. og 20. Februar.

Forelaesningerne 1 denne uge vil handle om Whitney’s saetning om isotopi af plane
lukkede kurver.

To kurver er isotope, hvis den ene kan deformeres over i den anden. Vi vil give en praecis
definition af begrebet deformation, som resulterer i begrebet isotopi. Vi vil se, at ikke
alle lukkede kurver er isotope:

Dette gores ved at indfpre grad, et heltal, som er et mal for hvor mange gange tan-
gentvektoren til kurven drejer rundt, nar kurven gennemlgbes. For et vilkarligt heltal
n, er det let at konstruere en kurve af grad n.

Vi vil give en priaecis definition for graden af en lukket plan kurve og bevise at hvis to
kurver er isotope, sa har de samme grad.
| Derefter beviser vi Whitney's saetning, som siger at to lukkede plane kurver er isotope
\hvis og kun hvis de har samme grad.

Endvidere skal vi diskutere Whitney’s formel for graden af en lukket plan kurve, som
muligegepr en meget simpel udregning af graden. Beviset for at Whitney’s formel faktisk
giver graden af den lukkede plane kurve vil ikke blive gennemgaet, men kan laeses 1
Whitney’s oprindelige artikel.

Sluttelig skal vi lige snuse lidt til definitionerne inden for knudeteori, som er studiet af
isotopiklasser af indlejrede lukkede kurver i det 3-dimensionale Euclidiske rum.

Vi far brug for Lebesgue’s lemma 1 beviset for Whitney’s saetning og flere gange gennem
kurset, sa jeg har inkluderet lemmaet med bevis pa denne ugeseddel.

Noter til forelsesningerne d. 19. og 20. Februar.

Noterne til disse to forelaesninger vil udkomme onsdag d. 18. Februar i elektronisk form
pa hjemmesiden og 1 trykt form samme sted som ugesedlen foran Aud. D1.

Ovelsesopgaver 23. — 27. Februar:
1.5.9, 1.5.12, 1.5.13, 1.6.1, 1.6.2
Afleveringsopgaver 23. — 27. Februar:
1.5.17 a) og b)
Telephone +45 89 42 31 88 Telex 64767 aausci dk

. e-mail andersen(@mi.aau.dk
Directly +45 89 42 34 32 Fax +4586 13 17 69
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Institute of Mathematics  University of Aarhus
Ny Munkegade « 8000 Aarhus C « Denmark

9. februar 1998

Geometri 1.

UGESEDDEL NR. 2

Foreleesningerne d. 12. og 13. Februar.

Vi fortseetter med afsnit 1 — 5 om den lokale teori for kurver. Vi vil definere for ethvert
punkt pa en glat 1-reguleer kurve de to fundamentale stgrrelser, nemlig krumningen og
torsionen samt normal og binormal-vektorene, som sammen med tangentvektoren dan-
ner det sakaldte Frenet treben. Derefter beviser vi hovedsaetningen i den lokale teori af
kurver, som siger fglgede to ting: En kurve er entydig bestemt (op til globale symme-
trier af det 3-dimensionale eukildiske rum) af sin krumning og torsion. For vilkarlige
differentiable funktioner k og 7 defineret pa et abent interval, saledes k er positiv, finder
der en glat kurve defineret pa det samme interval med krumning & og torsion 7.

Hvis tiden tillader det, vil vi ogsa gennemga 1 — 6, som omhandler den lokale kanoniske
form af en kurve i koordinatsystemet specificeret ved Frenet trebenet.

Ovelsesopgaver 16. — 20. Februar:
1.2.5,1.3.2, 1.4.10., 1.5.1, 1.5.2, 1.5.4.

Afleveringsopgaver 16. — 20. Februar:

1.3.4 (Vinklen, som pa figur 1-9 er angivet med t er en trykfejl. Derimod er det
rigtigt at ¢ er vinklen mellem y-aksen og a'(t).)

Der vil blive stillet 12 afleveringsopgaver i lgbet af semestret. For at kunne indstille sig
til eksamen er det en forudssetning, at 8 af opgaverne er afleveret til instruktoren og
godkendt.

Jorgen Ellegaard Andersen

Proving is believing!

Telephone +45 89 42 31 88 Telex 64767 aausci dk

. e-mail andersen @mi.aau.dk
Directly +45 89 42 34 32 Fax +4586 13 17 69
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Institute of Mathematics « University of Aarhus
Ny Munkegade « 8000 Aarhus C « Denmark

2. februar 1998

Geometri 1.

UGESEDDEL NR. 1
Bogen:

Bogen vi skal bruge er Manfredo P. Do Carmo: "Differential Geometry of Curves
and Surfaces”, Prentice-Hall, 1976. Den kan kgbes i vores boghandel. I lgbet af
kurset vil der desuden udkomme supplerende noter.

Forelsesningerne:
Der er forelaesninger 1 kurset
Torsdag kl. 14 — 16, Aud. F,
Fredag kl. 11 — 13, Aud. D1.
ODvelserne:

Der er tre timers ovelser hver uge. Holdlisterne for gvelsesholdene er opslaet

uden for Aud. D1.
Ugesedlerne:
Ugesedlen udkommer hver tirsdag. Den indeholder en oversigt over hvad forelaesningerne
torsdag og fredag vil omhandle, samt en oversigt over gvelse og afleveringsopgaver
for den folgende uge.
Hjemmesiden:
Kurset har en hjemmeside:
http://www.ni.aau.dk fandersen/geol/

Her kan man finde yderligere information om kurset og emnet geometri. Uges-
edlerne er ogsa tilgeengelig her. Endvidere vil de supplerede noter vi skal bruge
ogsa kunne hentes her.

Jeg forestiller mig at hjemmesiden vil udvikle sig gennem semestret, sa

check it out!

VEND!

Telephone +45 89 42 31 88 Telex 64767 aausci dk

. . e-mail andersen(@mi.aau.dk
Directly +45 89 42 34 32 Fax +4586 13 1769
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