Den inverse funktions szetning

Vi begynder med at minde om definitionen af differentiabilitet for funktioner f :
R™ — R™

DEFINITION .1. Lad f : U — R" vere en funktion defineret pd en dben delmangde
U afR" oglad xo € U. Visiger, at f er differentiabel i xq, sifremt én af folgende
@kvivalente betingelser er opfyldt:

(I) Der findes en lineer afbildning A, saledes at
z)— f(zg) — Az — 2
(1) i £ = J(20) = A(z — 2o)

o o — ol

= 0.

(II) Der findes en lineer afbildning A og en epsilon-
funktion € = (ey,...,¢,) sdaledes, at

(2) f(z) = f(zo) + Az — 20) + ||z — o| - ez — 20).
(III) Der findes en matriz-funktion x — U(z), der er kon-
tinuert i xq, saledes at

(3) f(x) = f(xo) = ¥(x)(x — o).

Vi seetter f'(xo) = A = W(xo) og kalder denne for differentialet (eller Jacobi-
matricen) af f i xo.

BEMERKNING .2. f'(xo), der i ovrigt ofte betegnes f. er den matriz, der pd
den vj-te plads har %, nar f = (fi,..., fn). Vivil ikke bevise, at de tre betingelser
er ekvivalente, dog kan vi oplyse, at hvis vi har (II) opfyldt, da er funktionen W
i (I11) givet ved at have den ij-te koefficient givet som

_ofi
N a;Ifj

(z = 2q);

|z — 2o

(4) W (w0) + €i((z — 20)) -
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SETNING .3. Lad D vere en aben kugle i R" og F : D — R en differentiabel
funktion. Givet punkter x og y i D, da eksisterer et punkt = pd linestykket, der
forbinder x med y, sa

(5) Fly) = F(z) = (F'(z),y — a) .
Bevis:  Betragt den differentiable kurve
(6) (:R— D

givet ved ((t) = = 4 (y — z)t. Den sammensatte funktion F o ¢ : R — R er
differentiabel. I folge den sadvanlige middelveerdiseetning pa [0,1] findes et 8 €
10,11, sa

(7) Fly) = F(x) = (F'(x + (y — 2)8),y — ).
Set z = + (y — 2)6.

SETNING .4 (DEN INVERSE FUNKTIONS SETNING). Lad U vere en dben del-
maengde af R" og f: U — R" en kontinuert differentiabel afbildning, sd for alle
xrelU

(8) det f'(x)#0 ; 2€U.

Da geelder folgende
I: Billedet f(U) er en aben delmeengde af R™.
II: Afbildningen f er lokalt injektiv, i.e. ethvert punkt xy € U/ har en
omegn, hvori f er injektiv.
III: Huvis f er injektiv pa U, da er f~! kontinuert differentiabel pa f(U/)
og (f7)(y) = f'(f"(y))" for y € f(U).
Bevis:  Gennem hele beviset er det en staende hypotese, at det f'(x) # 0 for
alle x € U. Det er afgorende, at II) bevises forst. Bevis II: Givet xo € U. Vi skal
forst finde en omegn D af x¢, sa restriktionen af f til D er injektiv. Lad D C U
veere en aben kugle med centrum i zo. Vi kan nu anvende middelvaerdisatningen
pa f’s 2’te koordinatfunktion f;. For z,y € D kan vi finde et z; pa liniestykket,
der forbinder  med y, sa

(9) fily) = fi(z) = ( grad fi(z),y — z),

hvilket samlet kan skrives

grad fi(z1)
(10) fly)—fley=3 (y — ).
grad f.(z,)
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R"
f(OK)
e

Det er nu tilstraekkeligt at vise, at der findes en aben omegn W af zo, s& matricen

grad fi(wy)
(11) grad fa(w;)

har determinant # 0 for alle wy,--- ,w, € W. Lad d(wy,...,w,) betegne de-
terminanten af matricen ovenfor. Vi kan interpretere denne som en kontinuert
funktion pa U x U x --- x U (n faktorer). Idet d(zo, ..., x) # 0 folger pastanden
umiddelbart.

Bevis for I: Pastanden I kan reformuleres: For ethvert xo € U galder, at f(U)
indeholder en aben kugle med centrum i f(xo).

Hertil betragter vi en kompakt kugle A C U/ med centrum i x, valgt sa lille at
restriktionen af f til K er injektiv. Vi lader d = dist (f(zo), f(OK)); afstanden
fra f(xo) til f(OK).

Vi vil vise, at kuglen D(f(xo),%d) er helt indeholdt i f(K'), i.e. at ethvert
b e D(f(xo), %d) kan rammes med et punkt fra K. For et sadant b anleegger vi
folgende strategi: Lad ¢, : K — R betegne funktionen givet ved

(12) po(x) = |If(x) b ;2 € K.

Eftersom ¢, er kontinuert, og A er kompakt, har denne funktion et minimum.
Vi bemzrker, at minimum ikke kan antages pa 9K: For € K har vi || f(z) —

9
b|| > 3 d og dermed

4
(13) op(z) > §d2 .z € K.
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Idet |f(xo) — 0] < %d har vi

1 .
(14) wp(zo) < -9—(12.

Altsa funktionen ¢, K — R antager sit minimum i et indre punkt = af K. I et
sadant punkt har vi ¢j(z) = 0. I folge formlen (16) nedenfor, hvor wp(x) og
(f(x) — b) er reekkevektorer, gaelder

(15) h(z) = 0= f(z) =b,
og dermed har vi ramt b € R” med = € K.
(16) pp(x) = 2(f(z) = ) f'(2).

Bevis for (16):

(17) Pa) = ¥ (i)’
1) =X -b)32w = 22 Py -

Bevis III: Det antages altsa, at f : U — R" er injektiv. I folge 1) geelder, at
Jf(U) er aben; men af samme grund geelder:

(19) For enhver aben delmeengde V af U geelder, at
(20) f(V) er en aben delmengde af R™.
Denne specielle egenskab ved f implicerer umiddelbart, at f=' : f(U/) — U er

kontinuert: Givet yo € f(U) og en aben omegn V af f~!(y) i U; da er f(V) en
aben omegn af yo i f(U), der afbildes ind i V af f~1.

Vi skal nu vise, at f~! er differentiabel i yo = f(z0).

Da f er differentiabel kan vi skrive (overvej)

(21) flz) = f(zo) = ®(z)(z —20); 2 €T,

hvor ®(x) er en n x n matrix af funktioner pa U, kontinuerte i zo. Idet ®(zq) =
J'(20) og det f'(x0) # 0 kan vi vaelge en aben omegn V af ¢ i U, sa det ®(z) # 0
for x € V. Af ovenstaende fas med z = f~!(y)

(22) FHw) = £ o) = @(f (W) My — o) s y € F(V).

Det folger nu let, at f~! er differentiabel i y, med
(23) (F7) (yo) = F'(f (wo)) ™"
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Af dette udtryk folger, at Jacobimatricen for f=! varierer kontinuert, nar yo vari-
eres. [



