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Kompleks funktionsteori
Eksamen vinteren 2001-2001

Opgave 1.
1) Vis at funktionen
f(z) =tanz
er analytisk i hele den komplekse plan pa neer simple poler i S+pr,peZ
2) Vis at Re(cosz) > 0 for —Z < Rez < =
3) Find en stamfunktion til f(z) i {z| — 2 <Rez< I}

4) Lad21:§,22=§

og lad C vere halvcirklen fra z; til z, givet ved

im -
=—+ —€e¥0<p<
(p) =gy + 576 0<p<n
Find
/f(z)dz
c
Opgave 2.

Lad f(z) veere funktionen defineret ved

(22 + 2)6iz
(22 +1)(2% +4)
1) Find polerne af f(z) og vis at de er simple

f(z) =

2) Find residuerne af f(z) i hver af polerne i den gvre halvplan {z|Imz > 0}

3) Lad Cgr veere halvcirklen med parameterfremstilling
Cr(z) =Re®, 0< o <
Vis at

f(z)dz — 0 for R — oo
Cr

4) Udregn

/°° (2% +2)cosz .
oo (22 +1)(2% +4)



Opgave 3.
Lad
f(z)=e*+22-524+6

Lad C' veere cirklen med centrum g og radius 3

2
52 3
C—{ZZ'—— —Z}

2
Vis at f(z) har netop to nulpunkter, regnet med multiplicitet, indenfor C.
Vink: Benyt Rouché’s setning.

Opgave 4.
Lad f(z) veere analytisk pa cirkelskiven
D(0,14+¢e)={z| |z|<1+4+¢€}, e>0,

f(2) # 0 pa cirklen {z| |z| = 1}

og antag at f(z) har nulpunkterne z1,...,2, i D(0,1), || < 1 fori >1,... ,n, hvor et
nulpunkt af orden k gentages k gange. Lad
1—2zz 1-z 1-2z,
F(z) = f(2) 71z Zaz ZnZ
z2—2z1 z—2 z—z,

1) Vis at F(2) er analytisk pa D(0,1 + ¢) og F(2) # 0 pa afslutningen D(0,1) af D(0,1).
2) Lad log F(z) vaere den analytiske funktion defineret for z i en omegn af D(0,1) ved

z Fl(t)
log F'(z) = In|F(0)| + /; mdt,

hvor In z betegner den naturlige logaritme af z, 0 < z < oo.
Vis at

1 2m 5
o )40
log F(0) 271_/0 log F'(e'’)d
3) Vis at
1 2 ;
In|F(0)| = 5/0 In|F ()| do

4) Vis at for |z| = 1 geelder

1_—.
L - ’]:17 ,n
Z—-Zj
5) Vis at
1 1 1 [
In|f(0)—---— :—/ In |f(e”)| df
21 z 2r Jo
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A

Opgave 1. &7
Lad Q = {z 4+ iy € C||z|] < 1,y € R}, og lad f : Q@ — C veere analytisk.
Antag, at f(it) = iarctant for alle t € R.
(a) Vis, at
1
f(z) =

T 1—22

for alle z € Q).
(Vink: vis forst, ved hjelp af Cauchy-Riemann ligningerne, at resultatet
gaelder for z = it, t € R.)
/' dz
2 b
~1—z

(b) Udregn integralet
hvor kurven v : [-1,1] = C er givet ved y(t) = (1 —2) +it for t € [-1,1].
(c) Udregn integralet
/ dz
5 1-— 22 '

hvor kurven 6 : [~1,1] — C er givet ved 6(t) = 2(1 —t?) + it for t € [-1,1].

Opgave 2. 20
Lad D = {z € C||z] < 1}, 0g lad f: D — C vere en analytisk funktion.
(a) Lad funktionen M :[0,1) — [0, 00) veere givet ved

M(t) = sup |£(2)].

|z|=t
Vis, at M(s) < M(t) nar s <t, s,t € [0,1).
(b) Lad 0 < a < 1, og antag, at a og —a er nulpunkter for f, begge af orden to.
Vis, at der findes en analytisk funktion g : D — C saledes, at

2
f(2) = (2% —a®) " g(2)
for alle z € D.
(¢) Lad s <t,a <t < 1. Vis, at

(Vink: anvend (a) pa g.)

Opgavesattet fortsaettes!



Opgave 3. A7

Seet,
P

fz) = (z—=2)(z — %)(z+ %)(z+3)'

(a) Gor rede for, at f definerer en analytisk funktion pa C\ {-3,—3, 3,2}.
: 1 1

(b) Beregn residuerne for f ved punkterne —3 og 3.

(c) Beregn

~Jo (4cos® —5)(3cosf+5)

(Vink: vis, at 3il = f7 f(2)dz, hvor v : [0,27] — C er kurven givet ved
v(t) =e®, 0 <t <2r)

Opgave 4. A2

(a) Lad p veere polynomiet p(z) = Y I ja;2*, med a; € C,i = 0,...,n. Lad
0 <k <mnog R >0, og antag, at

|ag| R¥ > " Jai| R".
i#k

Vis, at p har preecis k& nulpunkter (talt med multiplicitet) i cirkelskiven
{z € C||z| < R}.
(Vink: anvend Rouché’s satning.)
(b) Vis, at ligningen
22 +928 +1322424+1=0

har preecis eet nulpunkt i omradet {z € C|1 < |z| < 2}. Gor rede for, at
dette nulpunkt er reelt.

NV}
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Opgave 1. 21

(a) Gor rede for, at z — (Log(z + 1)) /(2% + 1) definerer en meromorf funktion
fpaC\L hvor L={2€Clz=12—1, x € (—o0,0]}.

(b) Gor rede for, at i er den eneste singularitet for f i den gvre halvplan, og at
den er en simpel pol. Vis, at res(f,i) = T — 7:10%2_

(c) Lad v, vere en lukket kurve, som gennemlober forst intervallet fra —r til r
pa den reelle akse, og derefter halvcirklen i den gvre halvplan (med centrum

0) fra r til —r. Ved at betragte lim, _, o, f7 , vis, at

/Oo log(2? + 1)
0

] dr = mlog 2.
x

Opgave 2. @0
Lad b,c € C, hvor |b| < 1, og skriv D(r) for den lukkede cirkelskive med
centrum 0 og radius 7.
(a) Lad z ligge pa randen af D(r), hvor r > |¢|/(1 — |b]). Vis, at bz + ¢ € D(r).
Lad nu a,a, 3,7 € C, hvor |3] < 1. Lad f veere en analytisk funktion pa C
som tilfredsstiller
f(z) = af(bz+c) + af(Bz + ) (*)
for alle z € C.
(b) Vis, at hvis |a| + || < 1, sa er f identisk 0.
(Vink: veelg z siledes, at |f(2)| er maksimumsveerdien for |f| pa D(r), for
r tilstraekkelig stor.)
(c) Vis, at f er et polynomium.
(Vink: differentier (*) et passende antal gange.)

Opgavesattet fortsaettes!



& 10

Opgave 3. &/

Lad D C C vere en sammenhaengende aben meangde, og f,g : D — C
analytiske funktioner. Antag, at der findes en folge 2z, 2s,... 1 D, som har et
graensepunkt i D, saledes, at

f'(zr)g(zk) = f(z)g'(21) for k=1,2,. ...

(a) Gor rede for, at f'(z)g(z) = f(2)g'(2) for alle z € D.
(b) Gor rede for, at der findes a,b € C saledes, at ag(z) = bf(z) for alle z € D.

Opgave 4. A1

(a) Lad a,b € C vare saledes, at |a — b| < |a| 4+ [b]. Vis, at b # 0, og at
a/be C\ (—o0,0].

(b) Lad v veere en lukket kurve i C\ (—o0, 0]. Vis, at w(vy,0) = 0.

(c) Vis folgende skarpere form af Rouchés satning:
Antag, at f og g er analytiske funktioner defineret pa en dben mangde D,
som indeholder en simpel lukket kurve v, og alle punkter i det indre af ~.
Hvis

1£(2) =92 < |f(2)] + 19(2)]

for alle z i billedet af v, sa har f og ¢ lige mange nulpunkter i det indre af

v, talt med multiplicitet.
(Vink: betragt beviset for Rouchés sztning.)
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Opgave 1.
(a) Lad f veere funktionen givet ved
f(z) = cosh z’

hvor a er et komplekst tal med —1 < Rea < 1. Angiv singulariteterne for
f, og beregn residuerne for f i disse punkter.

(b) Vis, at
*00 e(lZE
/ dr = %‘.
oo COshx cos( %)

eaz

(Vink: lad X, Y veere store, positive reelle tal, og integrer f langs randen
af rektanglet med hjgrnerne X, X + im, =Y +im, —Y.)
(¢) Angiv veerdierne af

/OO dx /oo Cos T

0g dx.
o coshzx o coshz
Opgave 2. &0

(a) Lad a € C\ {0}, og lad Cyuzq = {2z € C: z # 0,argz # arga}. Vis, at
w — a € Cygq for alle w € C med |w]| < |al.

Lad nu €2 vaere en begraenset aben delmeengde af C, med en simpel lgkke
som rand. Antag, at funktionen f er meromorf i 2 og analytisk i en aben
mengde som indeholder randen 9Q. Lad M = sup,cpq|f(2)]; og veelg
a € C med |a| > M.

(b) Gor rede for, at z + log,,, ,(f(2) — a) er analytisk i en omegn af J.

(¢) Vis, at f antager vaerdien a lige sa mange gange som f har poler i 2, nar
der taelles med multiplicitet.
(Vink: anvend argument-princippet.)

Opgavesaettet fortsattes!

(@)



210 {
Lad Q ={z€ C : 0<|z| <1}, oglad f:Q — C vere analytisk.
(a) Vis, at hvis f har en pol af orden m i 0, sd har f2 en pol af orden 2m i 0.

Opgave 3.

Antag nu, at f har en simpel pol i 0. Lad r og s vare residuerne i 0 af
henholdsvis f og z — f(z)/z.

(b) Vis, at lim,_,o(f(2) — r/z) findes, og er s.

(c) Vis, at residuet af 210 er 2rs.

(d) Lad v veere en simpel lgkke i ©, med 0 i sit indre. Vis, at

iw[yfz(z)dz:‘L f(z)dz.L IG) g,

Opgave 4. & \\
Lad D={z€ C : |z| < 1}. For a € D, lad ¢, veere funktionen givet ved

zZ—a

$a(2) = 1-az

(a) Vis, at ¢p_4(da(2)) = z for alle z € D.

(b) Lad f : D — D vere en analytisk atbildning. Gor rede for, at funktionen
g defineret ved g = ¢,y © f o p_, ogsd er en analytisk atbilding D — D.

Vis, at ,
10 =0, 50 = () e
(c) Vis, at
f(z) — fla) < c —_a for alle z € D;
1-fla)f(z)| ~ 11 —az
og at ,
F@i< TSk,

(Vink: anvend Schwarz’s lemma.)
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Opgave 1. 79
(a) Lad P vere den polynomiale funktion givet ved
Pl2) =821 4+2° — 2"+ + 23— 22—z +1.

Vis, at alle nulpunkter for P ligger i cirkelskiven {z € C||z| < 1}.

(Vink: anvend Rouchés satning.)
Lad nu f: C — C vare funktionen givet ved

10 _ 4,7
) = s

og lad vg : [0,1] — C veere kurven givet ved yg(t) = Re?™ 0 <t < 1.

(b) Vis,at [ f— 2 nar R — oo.

(c) Vis,at [ f = .
(Vink: vis, at f% F= f*m f for R >1.)

(|

Opgave 2. 7 |
Delopgaverne A og B er uatheengige.

A Lad f, g : C — C vere analytiske funktioner. Antag, at der findes &k € R

saledes, at Re (f(z)) < kRe(g(z)) for alle z € C. Vis, at der findes ¢ € C

saledes, at f(z) = kg(z) 4 ¢ for alle z € C.
(Vink: betragt ef()—k9(z) )

B Lad f veare en analytisk funktion med en vasentlig isoleret singularitet i
zo. Lad g veere analytisk og ikke identisk nul i en omegn af z,. Vis, at
produkt-funktionen z — f(z)g(z) har en veesentlig isoleret singularitet i zq.

Opgavesattet fortsaettes!



Opgave 3 A0
Skriv D ={z€ C||z| <1} og H={z € C|Imz > 0}.

(a) Vis, at Mobius-transformationen

A +2
ORTE
-z
aftbilder D pa H.
(b) Lad f: H — D vere en analytisk funktion med f(i) = 0. Vis, at

@< 1/2, [f2i)] <1/3.

(Vink: anvend Schwarz’ lemma pa f o ¢.)

(c) Angiv en analytisk funktion g : H — D saledes, at g(i) = 0 og ¢'(i) = 1/2.

A\

Opgave 4. 7

Lad a, b veere positive reelle tal, med a > b.
(a) Lad
z

(a® — b2)z* 4 2(a® + b2)2%2 4+ a? — b’

@)=

a+b
{z € C||z| < 1}, og beregn residuerne for f i disse punkter.

Vis, at +i,/%=% er de eneste singulaere punkter for f i enhedscirkelskiven

(b) Beregn integralet

/2” do
Jo a%cos26+ b2sin%6’
(Vink: betragt f7 [, hvor v gennemlgber cirklen med centrum 0, radius 1.)
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Opgave 1. 2 ¢

Lad )
1+12z— e

1) =—"%

(a) Find Laurentraekken for f omkring 0. Angiv residuet res (f,0) for f i 0.
(b) Lad H, vere halvcirklen med centrum 0 og radius r i den gvre halvplan.

Vis, at
lim/ f=1inres(f,0), hm/ fF=10.
r—0

" —sing
———dz.
Jo €r

for z # 0.

(c) Beregn

Opgave 2. 7L
Lad fr(z) =e®* —32Ffork=1,2,.
(a) Vis, at fi(2) = fr(Z) for alle z € C
(b) Vis, at alle nulpunkter for f; er af orden 1.
Lad © veere det dbne kvadrat {z € C||re(z)| < 1, [im (2)| < 1}.
(c) Vis, at fr har preecis k& nulpunkter i Q.
(Vink: anvend Rouchés sztning.)

(d) Hvis k er ulige, vis, at mindst et af nulpunkterne for f;, i © er reelt.

Opgavesattet fortsattes!
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Opgave 3. 7

Lad D betegne cirkelskiven {z € C||z| < 1}. Lad f : D — D vere en
analytisk funktion med f(0) = 0, og definer g : D — C ved

WP{W for z € D\ {0},
0 for z = 0.

(a) Vis, at g er analytisk, og at ¢’(0) = 1 f(0).
(Vink: anvend Taylorraekken for f omkring 0.)

(b) Vis, at g(D) C D.
(Vink: anvend Schwarz’ lemma pa f.)

(c) Vis, at |f(2) + f(—2)| < 2|z|? for alle z € D, og at |f"(0)| < 2.

Opgave 4.

(a) Lad z, y veere reelle tal. Vis, at
, 1 _
|cos(z +iy)| < 5 (e +e7Y).

Betragt nu rackken
- 1
o 4n N
fz) =) 2" cos(—).
n=1

(b) Lad r, R vaere reelle, med 0 < r < R < 1. Vis, at raeekken konvergerer
uniformt pa {z € C : r < |z] < R}.

(c) Vis, at sum-funktionen z — f(z) er analytisk pa {z € C : 0 < |2| < 1}.
(Vink: anvend Weierstrass—satningen om konvergens af folger uniformt pa
kompakte maengder.)

(d) Vis, at f(%) — 0 og j(ﬁl—) — o0 nar m — oo. Konkluder, at 0 er en
vaesentlig isoleret singularitet for f.

10
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Opgave 1. 4|
Vis, at

/oo dz L
oo T+ z4+22)2 7 33

Der leegges veegt pa, at de enkelte skridt i udregningen fremtraeder klart.

Opgave 2. &'
Delopgaverne A og B er uathaengige.

A Lad f: C — C vaere en funktion séledes, at f(1) = f(-1) = = for alle
positive hele tal n. Vis, at f ikke er analytisk.
(Vink: anvend identitetssaetningen.)

B Lad g : C — C vere en analytisk funktion saledes, at ¢g(0) = 4 — 3i og
lg(z)| <5 for |z| < 1. Vis, at g er konstant.

Opgavesattet fortsattes!

11



Opgave 3. AlZ
Lad D betegne cirkelskiven {z € C||z| < 1}; lad a € D.
(a) Gor rede for, at der findes en automorfi ¢ af D saledes, at ¢(0) = a.

Lad nu f: D — D vere en analytisk funktion med f(a) = a. Antag ogsa,
at der findes b € D\ {a} saledes, at f(b) = b.

(b) Definer g : D — D ved g = ¢~ ' o fo¢p. Gor rede for, at g(0) = 0 og
g(¢~ (b)) = ¢~ 1(b). Konkluder, ved hjelp af Schwarz’s lemma, at g(z) = 2
for alle z € D.

(c) Vis, at f(z) = z for alle z € D.

Opgave 4. A\'-
Lad Q ={z € C||z| > 1}.

(a) Lad v : [0,1] — € veere en lukket kurve. Gor rede for, at v har samme
omlgbstal omkring alle punkter af C \ Q.

(b) Lad zi,...,2, vaere k forskellige punkter i C\ €, og lad a1,...,a; € C.

Definer
f2) =Y =
Ly

=1

Vis, at f har en stamfunktion i  hvis, og kun hvis, Zle a; = 0.

12



